Современный кризис прикладной математики и перспективы его преодоления
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Дан краткий исторический очерк появления и развития аналитических и численных методов решения краевых задач математической физики. Обсуждаются недостатки численных методов, главный из которых – трудности оценки погрешности расчетных результатов. Высказывается и обосновывается предположение о том, что одной из возможных причин роста техногенных и экологических катастроф в XXI в. является низкое качество компьютерного моделирования, применяемого в инженерной практике. Выход из кризисной ситуации предлагается искать в развитии и применении методов искусственного интеллекта с целью разработки интеллектуальных систем, способных имитировать творчество, интуицию и опыт математиков-профессионалов. Применение таких систем позволяет получать точные аналитические решения краевых задач, не нуждающихся в оценках погрешностей. Таким образом, появляется возможность поднять качество инженерных  расчетов на уровень, соответствующий требованиям времени и сделать шаг на пути решения проблемы безопасности современной цивилизации.

   Одним из наиболее мощных и популярных инструментов компьютерного моделирования современности является моделирование, основанное на решении краевых задач математической физики. 

    В истории развития методов решения краевых задач можно проследить три периода. Первый исторический период, продлившийся примерно до середины XX в., начался с основополагающих работ Д`Аламбер и Фурье, выполненных в XVIII, начале XIX вв. Путем разделения переменных им удалось получить ряд решений дифференциальных уравнений в частных производных для простейших областей, называемых каноническими – круга, квадрата, цилиндра, шара и др. Затем, на протяжении последующих полутора веков, усилия математиков в этой области в основном сводились к развитию метода разделения переменных и изобретению других приемов, позволяющих получить решение той или иной краевой задачи для других дифференциальных уравнений, для других областей, с другими краевыми условиями.  Каждое такое решение было событием в математическом мире и отмечалось присуждением премий и присвоением регалий. Метод математического моделирования был доступен узкому кругу математиков-профессионалов, деятельность которых представляла собой высокоинтеллектуальный творческий процесс.

    Появление быстродействующих электронно-вычислительных машин в середине XX века в корне изменило ситуацию. Оказалось, что если разбить область решения краевой задачи на множество мелких  подобластей, и для каждой подобласти ввести гипотезы,  упрощающие физические свойства среды, то процесс интегрирования дифференциальных уравнений можно свести к множеству элементарных арифметических действий. Таким образом, краевые задачи математической физики стало возможным решать с помощью ЭВМ «с позиции грубой силы», получая решение не в виде аналитических формул, а в виде массивов чисел. Так появилась на свет новая отрасль математики, называемая дискретной. На смену классическим аналитическим методам пришли численные алгоритмы, с помощью которых удалось создать универсальные пакеты прикладных программ, оснащенных удобными сервисными средствами. Математическое компьютерное моделирование стало общедоступным и из творчества превратилось в ремесло. Математики-аналитики с их хитроумными математическими выкладками, казалось, навсегда утратили свой авторитет и отошли в прошлое.

   Однако, увлечение численными методами в полной мере выявило не только их бесспорные преимущества, но и неустранимые недостатки. К числу последних относится трудность надежной оценки погрешности расчетных результатов. Этот недостаток особенно ощутим в последнее время в связи с применением метода компьютерного моделирования для расчета ответственных объектов и процессов, от которых зависит безопасность людей, государств, цивилизации.     

    Следует заметить, что математический аппарат, которым пользовались математики минувших веков, был более надежен. Решения, полученные аналитическими методами в виде аналитических формул, могут быть проверены на удовлетворение дифференциальным уравнениям и краевым условиям решаемой задачи, т.е. их погрешность может быть надежно оценена.  Решения же, получаемые численными методами, представляют собой массивы чисел, о погрешности которых можно судить только по тому, как эти числа изменяются с увеличением количества разбиений расчетной области. Обычно считают, что результатам можно доверять, если они перестают изменяться с измельчением сетки. Однако, теоретическая обоснованность такого подхода не выдерживает критики. 

    Во-первых,  теорема сходимости метода конечных элементов, лежащая в основе методик оценки его погрешности, доказана только в энергетическом смысле. Т.е., доказано, что, например, для задач теории упругости потенциальная энергия деформирования, вычисленная с помощью приближенного решения задачи, сходится к потенциальной энергии деформирования, вычисленной с помощью точного решения краевой задачи. Из этого совсем не следует, что приближенное решение в каждой точке расчетной области сходится к точному решению в этой точке.

    Во-вторых, условия, при которых доказана эта теорема сходимости, в практических инженерных задачах, как правило, не выполняются.

    В-третьих, при доказательстве теоремы сходимости не учитывался тот факт, что с измельчением конечноэлементной сетки ухудшается обусловленность матрицы системы разрешающих алгебраических уравнений. Так, в случае решения двумерной краевой задачи для дифференциальных уравнений второго порядка и применения равномерной сетки с линейными функциями формы имеет место зависимость:
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в которой 
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 – спектральное число обусловленности матрицы системы алгебраических уравнений, 
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 – максимальный размер элемента, C – константа, зависящая от специфических особенностей конкретной краевой задачи. Согласно этой формуле при уменьшении 
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 увеличивается 
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, т.е. коэффициенты матрицы системы алгебраических уравнений хуже обуславливают ее решение: малые изменения коэффициентов матрицы начинают приводить к большим изменениям решения системы. Это значит, что погрешности, связанные, например, с неизбежным при компьютерных вычислениях округлением коэффициентов матрицы, или вносимые в эти коэффициенты в процессе их формирования, все сильнее и сильнее влияют на результат решения системы. А это в свою очередь означает, что при 
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 приближенные конечно-элементные решения сходятся вовсе не к искомому решению краевой задачи, как схематично проиллюстрировано на рис.1.

   Из приведенного анализа со всей очевидностью следует, что к результатам, полученным численными методами, следует относиться крайне осторожно, особенно, если речь идет о расчетах объектов и процессов ответственного назначения. 

    Тем не менее, на современном рынке программных средств имеется множество компьютерных программ, реализующих численные методы решения краевых задач теплопроводности, гидродинамики, теории упругости, теории электрических, магнитных, гравитационных и даже торсионных полей. Эти пакеты (ANSYS, KOSMOS, WINMASHIN и др.) снабжены удобными сервисными и графическими средствами, так что любой, далекий от математики пользователь, может без особого труда получить приемлемое с точки зрения «здравого смысла» приближенное решение практически любой краевой задачи, независимо от ее математической сложности. Однако оценить, на сколько полученное им решение отличается от настоящего точного решения краевой задачи, представляет большую проблему. Понимая это, авторы численных пакетов в программной документации обычно дают ссылки на то, что разработчики программ не несут ответственности за последствия выполненных расчетов. А последствия не заставляют себя долго ждать.
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Рис. 1. Характерная зависимость численного решения краевой задачи от максимального размера конечно-элементной сетки 
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– точное решение задачи
      По прогнозам специалистов XXI век – это век жестоких техногенных катастроф, стихийных и экологических бедствий. Все чаще приходится слышать сообщения о падениях ракет, самолетов, взрывах на промышленных объектах, обрушениях зданий. Среди прочих причин трагедий называются ошибки проектирования. 

     Яркий пример – Московский аквапарк. Показательно то, что здесь явно прослеживаются попытки сокрытия истинных причин обрушения. В первоначальных заключениях следственных комиссий обнаруживались и следы терроризма, и плохое качество цемента, и нехватка поддерживающих крышу колонн. И только после обрушения второго здания, спроектированного тем же авторским коллективом – здания Басманного рынка, причины трагедии стали очевидными для всех. Последнюю черту под расследованиями подвело телевизионное заявление руководителя проектов Н.Канчелли: «…во всем виновата компьютерная программа…», с помощью которой выполнялись прочностные расчеты. 

     Если причины обрушения современных зданий, в конце концов, как-то выясняются, то гораздо хуже обстоят дела с расследованиями причин авиационных катастроф. Перед членами следственных комиссий, как правило, работниками заводов, создавших рухнувшие самолеты, ставится задача – «не запятнать честь своих коллективов !». В результате, по данным официальной статистики [1], в более чем 70-ти процентах случаев виновниками авиакатастроф признаются пилоты, которые погибли и потому не могут оправдаться. Получается, что более 70-ти процентов пилотов разбившихся самолетов были самоубийцами. Официальные статистические данные явно противоречат всякому здравому смыслу.

       Согласно оперативным интернет-сводкам во всем мире авиакатастрофы теперь случаются практически каждый день. К сожалению, у нас нет возможности проводить собственные расследования их причин, но соглашаться с тем, что каждый раз виновны погибшие пилоты, было бы неразумно.

      С другой стороны, в современной инженерной практике не редко приходится обнаруживать неверные технические решения, вызванные погрешностями компьютерного моделирования [2]. Поэтому есть все основания полагать, что среди множества возможных причин трагедий не последнее место занимают погрешности компьютерных расчетов, и что современный кризис прикладной математики перерастает в кризис современной цивилизации. 

       Выход из кризиса следовало бы искать в том, чтобы вообще отказаться от численных методов решения краевых задач и применять только те методы, которые приводят к точным аналитическим решениям. Но точные решения краевых задач могли получать математики-аналитики конца XVIII – первой половины XX вв., причем только для простейших областей. Сейчас же школа математиков-аналитиков прошлых веков в значительной степени утрачена.

       Нами предлагается и развивается идея выхода из кризиса, состоящая в том, чтобы научиться моделировать интеллект математиков-аналитиков, их интуицию, опыт, талант. Идея состоит в том, чтобы, моделируя интеллект математиков-профессионалов, научить компьютер получать точные аналитические решения любых краевых задач, таких, которые необходимы современным инженерам. 

       Надо сказать, что компьютерная имитация творческой деятельности человека, его интуиции и опыта, уже позволила создать и успешно применять компьютерные программы в самых разнообразных сферах человеческой деятельности, ранее считавшихся недоступными для формализации и алгоритмизации, таких как медицина, политология, социология, промышленность, финансы, бизнес и т.д. Немалых успехов в этом направлении добилась Пермская школа искусственного интеллекта, основанная создателем первого в Перми вычислительного центра и кафедры прикладной математики ПГУ Юрием Владимировичем Девингталем. По-видимому, не является исключением и возможность применения идей и методов искусственного интеллекта при решении краевых задач математической физики. 
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   На нашем сайте http://www.pspu.ru/regi-ons/ размещен доступный для общего пользования демонстрационный прототип интеллектуальной системы «REGIONS», которая, по существу, является экспертной системой, имитирующей творческую деятельность математика-профессионала (эксперта), выполняющего решение краевых задач. В основу пакета положен малоизвестный аналитический метод – метод фиктивных канонических областей (ФКО). Этот метод, предложенный автором статьи еще в начале 70-х годов [3],  в свое время позволил получить точные аналитические решения ряда важных в практическом отношении задач. Однако, метод ФКО не нашел широкого распространения из-за трудностей его алгоритмизации, из-за того, что, не смотря на использование ЭВМ, в ходе решения краевых задач требовался интеллект математика-профессионала, что делало его недоступным для широкого круга пользователей. 

     Сейчас положение изменилась. Во-первых, в ситуации, когда кризис прикладной математики перерастает в кризис цивилизации, существует объективная необходимость возрождения высоконадежных методов математического моделирования. Во-вторых, метод ФКО обретает «второе дыхание» благодаря последним достижениям в области искусственного интеллекта, которые позволяют полностью переложить интеллектуальные проблемы применения метода ФКО на компьютер.
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                              б
    В настоящее время интеллектуальная система разрвивается в направлении применения трех стратегий искусственного интеллекта [4,5]: стратегии экспертных систем, стратегии нейронных сетей и стратегии генетических алгоритмов. Как экспертная система, она имеет базу знаний, в которую закладываются условия теоремы сходимости метода ФКО [3], а также набор эвристических правил, которые обычно применяют математики-профессионалы, решающие краевые задачи. Эти правила, в большинстве случаев, не имеют строгих математических доказательств и поэтому обладают различными коэффициентами доверия. Приемы и рекомендации, вырабатываемые нейронными сетями, тоже не имеют строгих математических обоснований. Мы имеем дело с нечеткой математикой, характерной для систем искусственного интеллекта. Результат же применения нового подхода – точное аналитическое решение краевой задачи, не нуждающееся в оценке погрешности и не вызывающее сомнений в своей надежности. 

       На рис.2 приведен результат применения демонстрационного прототипа интеллектуальной системы – точное аналитическое решение задачи о температурном и напряженном состояниях твердотопливного ракетного двигателя-ускорителя. Результаты решения краевой задачи представлены в поперечном сечении двигателя в виде распределения изолиний температуры (рис.2, а) и изолиний интенсивности напряжений (рис.2, б). На рис.2, б отчетливо видна опасная концентрация напряжений в виде черных изолиний на внутреннем контуре расчетной области, послужившая одной из возможных причин взрыва твердотопливного двигателя-ускорите-ля и гибели американского космического корабля «Челленджер». 

     Имеющийся в настоящее время демонстрационный прототип разрабатываемой интеллектуальной системы пока не пригоден для широкого инженерного использования. Круг его возможностей ограничен только краевыми задачами теории теплопроводности и теории упругости, причем только в двумерной постановке, тогда как для современных инженеров, в большинстве случаев, требуются решения задач в трехмерных постановках. Кроме того, пользовательский интерфейс системы не достаточно развит и нуждается в дальнейшем совершенствовании. 
   К сожалению, проект создания искусственного математика, пока не имеет широкого практического выхода и, в отличие от остальной тематики Пермской школы искусственного интеллекта, никем не финансируется. Проект плохо воспринимается научной общественностью, поскольку его продвижение предполагает критику и отрицание численных методов, тех самых, которые лежат в основе подавляющего большинства современных инженерных пакетов компьютерного моделирования, и которые активно развивает и применяет подавляющее большинство нынешних ученых-математиков. 
     К сожалению, отрицательное отношение ученых выражается в провалах защит кандидатских диссертаций и в отказах финансовой поддержки научными фондами. 

      Тем не менее, коллектив энтузиастов Пермской школы искусственного интеллекта продолжает работать над трудным проектом. Мы верим, что нам удастся сделать шаг на пути решения фундаментальной проблемы безопасности цивилизации XXI века. Массовое внедрение предлагаемой методологии в инженерную практику позволит сделать качественный скачек в области практического компьютерного моделирования. Применение методов искусственного интеллекта поднимет инженерные расчеты на уровень, соответствующий требованиям времени. 
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The modern crisis of applied mathematics and opportunities of its overcoming 
L. N. Yasnitsky
Perm State University, 614990, Perm, Bukireva st., 15

The brief historical sketch of occurrence and development of analytical and numerical methods of the solution of boundary problems of mathematical physics is given. Lacks of numerical methods, main of which - difficulties of an error estimation of settlement results are discussed. The assumption that one of the possible reasons of growth technical and ecological accidents in XXI century is poor quality of the computer modelling used in engineering practice. An exit from a crisis situation it is offered to search in development and application of methods of an artificial intellect with the purpose of development of the intellectual systems, capable to simulate for creativity, intuition and experience of mathematicians - professionals. Application of such systems allows to receive exact analytical solutions of the boundary problems which are not requiring for error estimations. Thus, there is an opportunity to lift quality of engineering calculations on a level corresponding to requirements of time and to make a step on a way of the decision of a problem of safety of a modern civilization.     
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Рис. 2. Точное аналитическое  решение краевой задачи, полученное интеллектуальной системой REGIONS: распределение температуры (а) и интенсивности напряжений по Мизесу (б)  в поперечном сечении ракетного твердотопливного двигателя-ускорителя
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